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Karakterisasi Determinan Matriks
atas Aljabar Maks Plus Tersimetri

‘Abstrakl - { Commented [Officel]: Abstrak diupayakan tidak memuat }
. BT =ttty o i terlalu banyak simbol
Aljabar maks plus merupakan suatu struktur aljabar (Rg,®, ®) yang tidak erlalu banyak simbo
mempunyaiclemen ‘invers[ terhadap operasi @. Dengan kata lain, jika acR; maka =~ - { Commented [Office2]: apa beda clemen invers dan elemen }
tidak ada beR¢ schingga a®b = b®a = ¢, kecuali jika a = £.0leh karena itu, ezl el oIy

dikembangkan suatu struktur yang lebih luas yang disebut aljabar maks plus
tersimetri, dinotasikan dengan (S,®, ®) dengan S = (]Rg)/Bdi mana B suatu relasi

determinan matriks atas aljabar maks plus tersimetri dapat didefinisikan. Dalam
tulisan ini akan dikembangkan karakterisasi determinan matriks atas aljabar maks
plus tersimetri, khususnya di dalam hubungannya dengan adjoint. Hasil utama
yang diperoleh yaitu untuk suatu A € M, (S) dengan S aljabar maks plus
tersimetri, elemen nol & dan elemen identitas eberlaku sifat det(4) &
E,VA @ adj(A)V adj(A) ® A, di mana notasi "V" menyatakan relasi
setimbang.

_ - [ Commented [Office3]: menyambung elemen invers di atas ]

Kata Kunci: aljabar maks plus, aljabar maks plus tersimetri, determinan,
adjoin.

1. Pendahuluan

Aljabar maks plus adalah suatu struktur aljabar yang terdiri dari
himpunanR, = R U {e}dengan ’e = -0, dilengkapi operasi biner® dan ®yang _ - | Commented [Office4]: Gunakan equation editor. Apakah harus
idefinisik . iut: T - epsilon -inf, mengapa tidak dibiarkan sebagai elemen khusus dengan
didefinisikan sebagai berikut : sifat khusus.
\a@b = max (a,b)
a®b
untuk setiapa, be . L

|
<3}
4L
o

_ | Commented [Office5]: ini juga sama utk formula gunakan
,,,,, -7 equation editor

Aljabar maks plus merupakansalah satu contoh Etruktur semiring [dgggap/ .
setiap elemen yang bukan etidak mempunyai invers terhadap @. ‘Dengan kata lain,
jika aeR¢ maka tidak ada beR¢ sehingga a®b = b®a = ¢, kecuali jika a = 8.‘Sefb7ag@i7 -
akibatnya, persamaanx® 3 = 2 dalam aljabar maks plus tidak mempunyai {
penyelesaian karena tidak ada suatu nilai X yang memenuhi maks (x,3) = 2. Hal
tersebut merupakan salah satu alasan aljabar maks plus dikembangkan hnenjadi
himpunan yang lebih luas yang disebut aljabar max plus tersimetri (the symmetrized - {C_mme"tes’ [Office8]: Aljabar maks bukan hanya sekedar }
max-plus algebra), yang dinotasikan dengan (S , ®, ®) ([3], [5], [6]). B

Di dalam aljabar maks plus, invers matriks terbatas Lgnj@iaidiaiuinqukglgs:; - {Commented [Office9]: Istilah terbatas memiliki makna ganda di}
kelas kecil dari matriks, yaitu matriks yang dapat dinyatakansebagai hasilkali dari sini, mungkin lebih baik dihilangkan saja.
matriks diagonal dan matriks permutasi. Dengan kata lain, invers suatu matriks atas - - Commented [Office10]: Dipertajam lagi redaksinya )
aljabar maks plus sangat sederhana, yaitu hanya untuk matriks yang memuat satu
unsur bukan ¢ dalam setiap baris dan kolomnya. ’Karena dalam aljabar maks plus
tersimetri, invers suatu matriks dapat dikarakteristikkan dengan determinan (yang
berbeda dengan aljabar maks plus) maka penulis tertarik untuk menyelidiki hal-hal /1 Commented [Office11]: Masih berkaitan dgn yg sebelumnya, ‘

ni

Commented [Office6]: belum ada penjelasan ttg makna istilah ‘

Commented [Office7]: mungkin bisa dijelaskan dengan contoh
trivial untuk a=epsilon dan a bukan epsilon.

argumen melangkah ke aljabar plus tersimetri dari aljabar plus biasa
masih lemah.-->bisa diperkuat lagi.
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Perlu_dijelaskan apa beda,_termasuk kelemahan2nya matriks atas real biasa __ - - Formatted: Font color: Red )

terhadap matriks atas struktur aljabar yang diAsndabahas di sini???? | o= [ Formatted: Font color: Red ]

2. Aljabar Maks Plus Tersimetri

Berikut ini dibahas pembentukan aljabar maks plus tersimetri yang diawali
dengan pembentukan himpunan pasangan berurutan atas aljabar maks plus.

Definition2.1[4] Diberikan himpunan pasangan berurutanR% = R¢ X R dengan
operasi @ dan ® yang didefinisikan sebagai berikut :

@O W2 = x®wy®d2)

HOW2)= (xQwdyRzxQzByQw) |
Untuk (x,y), (W, z) eR%, dengan operasi ® dan ® pada ruas kanan bersesuaian
dengan maksimum dan penjumlahan yang didefinisikan dalam aljabar maks plus.

Elemen (g,e) adalah identitas penjumlahan @ dan elemen ‘(e,e) laglglgh _identitas - {Commented [Office12]: apa e istu sendiri? ]

perkalian &®.

Lemma 2.2 [4] Operasi (—ﬂdalamtﬂ%éi bersifat asosiatif, komutatif dan idempoten, dan - { commented [Office13]: dalam - di dalam )

elemen nolnya adalah (g, €). Operasi ® bersifat asosiatif, komutatif dan distributif

terhadap @, elemen identitas dari ® adalah ‘(e,s) h@g elemen nolnya adalah (g,e) yang - - commented [Office14]: )

juga merupakan \elemen penyerap hmtuk ®.Struktur (R2,®, ®) disebut aljabar - {Commented [Office15]: apa yang dimaksud elemen penyerap, }

N Y= jelaskan bedanya dari elemen identitas, invers, elemen negatif.

pasangan (the algebra of pairs). O

Definisi 2.3. [4] Untuk u = (x,y) €R%, operator ‘minus hliab@rﬁ maks plus © dan - {Comﬂ)ented [Office16]: Bisa dipertegas bahwa "O-minus" }
| operator kesetimbangan (balance operator)(:-)* didefinisikan sebagai berikut : e G

Ou= (y,x)dan u* =u @ (S u). O

Lemma 2.4 [4] Untuk u,v € R2 berlaku :

a u'= (Ouw'= "’

b. u®v’= (u®v)’

c. O BuW=u

d Oudv)=©uwe @O

e. OuURM=0OuUWRV O

setimbang \(balanc@ terhadap v,dinotasikan dengan u Vv, jikax @z=y @w. ] - Comll:ule_nted [(d)ffiCté(l}{)]:hDipefthikaEr; lagi red;l;(sin)l/(a, sebagai
R B . T T . T T T T T T T 00 A 11 tn; t ] ikat:
Adakah kemiripan setimbang dengan dua bilangan rasional yang sekelas??? Apakah e PGt SR R

relasi setimbang membentuk relasi ekuivalensi???,

setimbang ...."

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e { Formatted: Font color: Red

Lemma 2.6 Relasi ’setimbang‘ bersifat refleksif dan simetris tetapi :rigiglg}tﬁrgnﬁsiﬁtiﬁ A { commented [Office18]: )
\1 B { Commented [Office19]: diberi notasi operai setimbang }

N "del/nabla"
N

Karena relasi setimbang bukan relasi ekuivalensi maka tidak dapat digunakan untuk
mendefinisikan himpunan faktor (the quotient set) dari RZ oleh V. Tgﬁ’;‘iz‘ui:;:: (i B il matp it s, b gy
Selanjutnya, diberikan relasiByang didefinisikan sebagai berikut :

untuk u= (X,y)’ V= (W,Z)E [Rg ‘ makat - {Commented [Office21]: Diperjelas maksud kalimat ini
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.. (x, y)V(W, Z)]lka XFYy danw # z {Commented [Office22]: Hub syarat berelasinya kedua elemen
x,y) B (w, 2) jik . 27 Tk
@) B W.2)] | (x,y) = (w,z)untuklainnya ~ o7 belumjelas
Lemma 2.7 [4] Relasi Bpada ‘persamaan\gdﬁalqhﬁrglgsﬁiplﬁ(giyglgtpi pqdﬁaf]lgé.g 7777777 | _- {Commented [Office23]: persamaan yang mana?
Karena |merupakan| relasi ekuivalensi, maka dapat dibentuk kelas ekuivalensi yang - { Commented [Office24]: Bagaimana maksud kalimat ini?

. d . RZ . . _ | Commented [Office25]: mohon diperhatikan lagi redaksinya,
kelas-kelas eku1va1ens1L TetapkanHimpunan AS = E/BAdmotamkan dengan S dan -~ | giperjelas lagi konsekuensi relasi ekuivalensi thd himpunan tsb.

dilengkapi oleh-denganoperasi © dan®pada Ssebagai berikut Xw\i\\ [ Formatted: Font color: Red

N\

(a,b)® (c,d)= (aDc,bDd)

\[ Formatted: Font color: Red

@h)Q(c,d)= (aQcOBbR®Rd,a®dDPbRc) ‘\{ Formatted: Font color: Red
Selanjutnya, struktur (S,0,&®) disebut aljabar maks plus tersimetri, dan dibedakan { Formatted: Font color: Red
tiga kelas ekuivalensi yang dibangun oleh B sebagai berikut : \j\\[ Formatted: Font color: Red

1. @ = {(t,x) € RZ|x < t} disebut positif maks plus, dinotasikan S$P. ' [ Formatted: Font color: Red
2. (&t) = {(xt) € R%|x < t}disebut negatif maks plus, dinotasikan S©. ( Formatted: Highlight

3. (tt)= {(t )€ ]R{é|x < t} disebut setimbang (balance), dinotasikan S°. t
Dari kelas ekuivalensi di atas maka diperoleh :
S =s®usPus*

Commented [Office26]: perlu dijelaskan dan diilustrasikan
ketiga jenis kelas ini, apa maksud t dan epsilon khususnya t.
Bagaimana membuktikan mereka bertiga memenbtuk kelas2
ekuivalensi pada S.

— JU U A A )

Keanggotaan dalam himpunanSyang semula dinyatakandalam pasangan bilangan,
selanjutnya dinyatakan sebagai keanggotaan dalam himpunanR,, sehingga untuk a €
R, :
a = (a,£)dengan(a, &) € S
©a=6(a¢) =6 (a,¢) = (¢ a)dengan(g,a) € SO
a°=a ©a=(aa)€ES’

3. Matriks atas Aljabar Maks Plus Tersimetri

Karena elemen dari aljabar maks plus tersimetri mempunyai invers, maka
dapatdikembangkan operasi-operasi baris elementer pada suatu matriks atas
aljabarmaks plus tersimetri.

Definisi 3.1 Tiga tipe operasi baris elementer pada A matriks atas aljabar maksplus
tersimetri, yaitu :
1. Mempertukarkan baris ke-i dan baris ke-j

2. Mengalikan baris ke-i dengan ‘konstanta k yang tidak setimbang }({epgan g | - {Ct?n:)mellt_ed [Office27]: apa yg dimaksud konstanta tidak
seimbang di sini

‘ 3. Menambahkan k kali baris ke-i dengankepada baris ke-j untuk i=j

7?2? _ - {Formatted: Font color: Red

- { Commented [Office28]: bisa menggunakan equation editor

0,jikai=j o [ Formatted: Font color: Red

[Enlij = {s,jika N

A

Definisi 3.2 Suatu matriks elementer adalah matriks nx nyang diperoleh darimatriks - -{ Formatted: Font color: Red
identitas En dengan melakukan suatu operasi baris elementer tunggal. 22 - Formatted: Font color: Red

A=
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Menurut Definisi 3.2, jika E matriks elementer atas aljabar maks plus tersimetridan

A € Mpyyn(S)maka E @ A adalah matriks yang diperoleh dari operasi

bariselementer pada matriks A.

Elemen atas aljabar maks plus tersimetri mempunyai invers terhadap @ danoperasi

baris elementer juga berlaku pada matriks atas aljabar maks plus tersimetri, oleh

karena itu dapat dikembangkan bentuk eselon baris yang diberikan dalam definisi

berikut.

Definisi 3.3 Suatu matriks atas aljabar maks plus

mempunyaibentuk eselon baris jika memenuhi kondisi berikut:

1. Jika ada suatu baris yang tidak seluruh entri-nya setimbang dengan &, makaentri
pertama yang tak setimbang dengan & pada baris tersebut adalah unsur
0.Selanjutnya, disebut 0 utama.

2. Jika ada baris-baris yang seluruh entri-nya setimbang dengan €, maka baris-barisini
berada di bagian bawah matriks.

3. Pada dua baris berurutan yang seluruh entri-nya tidak setimbang dengan ¢, Outama
di dalam baris yang lebih bawah terletak di sebelah kanan 0 utama didalam baris
yang lebih atas.

tersimetri  dikatakan

Contoh: Diberikan

Commented [Office29]: Harap menggunakan equation editor
, "| jangan berupa screeshot

Akan ditentukan bentuk eselon baris dari matriks A tersebut. Berikut ini
merupakanserangkaian operasi baris elementer pada matriks A.

[ Commented [Office30]: ini juga sama

2 1* ¢ D 0 1 ¢ 2)

By - -

Diperoleh

Hy-y

(" 1)*

merupakan bentuk eselon baris dari matriks A.

\Karena matriks elementer mempunyai invers yang juga suatu matriks elementermaka

_ — -| Commented [Office31]: Dari mana fakta ini, mengingat contoh

diperoleh teorema berikut.\
tdk dapat diperumum.
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Teorema 3.4. Jika A matriks invertibel maka ferdapat serangkaian matriks - | Commented [Office32]: Dicck lagi hasil pada teorema ini km
e invers matriks tersusun atas perkalian matriks2 elementer???

elementerEy, E,, ..., ExdenganAVE; Q E, Q ... ® Ej. O

4. Determinan Matriks atas Aljabar Maks Plus Tersimetri

Karena elemen dari aljabar maks plus tersimetri mempunyai invers, maka
dapatdidefinisikan determinan suatu matriks atas aljabar maks plus tersimetri.
Definisi 4.1. (De Schutter [1996]) Diberikan matriksA = (a;;) € Myxn(S).
Determinan A didefinisikan sebagai

® n
det(A) = o€ Snsgn(a) ® (L glAio-(i)>
dengan S, himpunan semua permutasi dari {1, 2, ..., n}, dan
sgn(c) = { 0, jika o permutasi genap

29

) { Formatted: Font color: Red ]

Perlu diberikan contoh bgmn formula ini bekerja, apakah bedanya dengan determinan
biasa? ~_ { Formatted: Font color: Red )

Untuk suatu matriks atas aljabar maks plus tersimetri, duabaris yang dipertukarkan
mempunyai sifat berikut.

Rujukan lemmanya tidakada, - [ Formatted: Font color: Red ]
o [ Formatted: Font color: Red J

Lemma 4.2. Diberikan A = (a;;) € Mpxn(S)dengan S aljabar maks plus
tersimetri.Jika B = (b,- ]-) € M,,«(S) diperoleh dari A dengan mempertukarkan dua
baris, makadet(B) = © det (4). |

Selain itu, juga diperoleh sifat-sifat lain determinan matriks atas aljabar maks plus
tersimetri berdasarkan operasi baris elementer, seperti dalam beberapa lemma berikut.
Lemma 4.3. Diberikan A= (a;;) € Mpy,(S) dengan S aljabar maks plus
tersimetri.Jika B = (bi j) € M, (S) diperoleh dari A dengan mengalikan suatu baris
dengan konstantak yang tidak setimbang dengan & maka det(B) = k® det(A).[]

Lemma 4.4. Jika A matriks persegi atas aljabar maks plus tersimetri mempunyaidua
baris yang sama maka det(A)V e. O

Lemma 4.5. Diberikan A = (a;;) € Mpx,(S)dengan S aljabar maks plus
tersimetri.Jika B = (bi j) € M, (S)diperoleh dengan menambahkan K kali baris ke-
m dengan bariske-l dari matriks A untuk Im maka det(B) = det(A). O

Untuk suatu matriks yang diperoleh dari matriks lain melalui operasi baris elementer
tunggal, diperoleh sifat sebagai berikut.

mengapa lemma ini dibuktikan sedangkan lemma lainnya tidak??
Lemma 4.6. Jika A matriks atas aljabar maks plus tersimetri dan E matriks
elementermaka det(E @ A) = det(E) & det(4).

Bukti :

Akan ditinjau untuk ketiga tipe dalam operasi baris elementer.Misalkan E matriks
elementer yang diperoleh dengan mempertukarkan baris ke-idengan baris ke-j pada

- [ Formatted: Font color: Red ]
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| matriksapakah E atau En, maka menurut Lemma 4.2 diperoleh det(E) =G
det(E,) =© 0. Akibatnya, karenadet(E @ A) =O det(A)makadet(E Q A) =©
det(4) =0 0 Q det(4) = det (E) ® det (4). Misalkan E matriks elementer yang
diperoleh dengan mengalikan baris ke-i dengan k yang bukan ¢ pada matriks E,, maka
menurut Lemma 4.3 diperoleh det(E) =k @ det(E,) =k ® 0 =k. Akibatnya,
karena det(E Q@ A) =k Q@ det(A) maka det(E ® A) =det(E) & det(4).
Misalkan E matriks elementer yang diperoleh dengan menambahkan kkali baris ke-m
dengan baris ke-m dengan baris ke-l dari matriks E,, untuk ! # m, maka menurut
Lemma 4.5 diperoleh det(E) = det(E,) = 0.Akibatnya,

det(E @ A) = det(A) = 0 Q det(4) = det (E) ® det(4). ]

Selanjutnya, untuk determinan dari hasilkali dua matriks atas aljabar maks plus
tersimetri berlaku sifat sebagai berikut.

Teorema 4.7. Untuk 4, B € M,,»,,(S), berlakudet(4 @ B) Vdet (4) ® det (B) .
Bukti :

Misalkan Atidak invertibel, berakibat det(4) Ve. Akibatnya, det(4 @ B) Ve.
Misalkan Ainvertibel. Menurut Teorema 3.4terdapat serangkaian matriks
elementerEy, Ey, ..., ExdenganAVE; @ E, & ... Q Ej. Selanjutnya

det(A® B)Vdet(E, @ Fa® ...® Ex ® B) {Commented [Office33]: Gunakan equation editor
Vde .'I:".I!f ) rfr.f-f_-h.l ) oee (X r.’rfu"_‘l.. 2 det( B) ///
Vdet(E, ® B2 ® ... ® E;) ® det(B) /

Diperoleh, det(4 @ B) Vdet(A) ® det(B).m
Hubungan antara determinan dan adjoin matriks atas aljabar maks plus
tersimetridiberikan dalam lemma berikut.
Lemma 4.8. Diberikan aljabar maks plus tersimetri § dengan elemen nole dan elemen
identitas 0. Untuk A € M,,,,(S) diperoleh

det(4) ® E,VA Q adj(A)Vadj(A) ® A.

[det(4) ® E,]V[A ® adj(A)]V[adj(A) @ A].penulisan seperti ini

mungkinbarangkak lebih baik, - [ Formatted: Font color: Red

Bukti :
Diperhatikan
_ g jikai # j
det(4) ® En = {det(A) Jjikai=j
Diperhatikan 4 ® adj(A) = (A ® adj(A));j dengan
n

(AQ®adj(A)); = . © 1aik & (adj(A))kj

n .
= @ az®(© 0% @A, k)|
k=1
n

Tk ® 1(@ 0% ay ® 4G, b))
Untuk i = j dipunyai -
n .
(4 ® adj(A) ®®© 0)®ay @ [A(, k)| = det (4)
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Untuk i # j. Misalkan B € M, ,,(S)adalah matriks sedemikian sehinggabaris ke-j
dari B sama dengan baris ke-i dari A dan baris-baris yang lain dari B sama dengan
baris-baris pada A.Dari sini by = a; untuk 1 < k < n. Akibatnya, diperoleh

n .
eVdet(B) = ke_a 1(9 0)®" @ by ® |B(j, k)|

n .
eVdet(B)= @ (©0)® ™ ®a; ® 4G, k)|
k=1
n
eV @ ay Q (adj(A)iji#]j
k=1

n
eV D ay ®(adj(A))kj
k=1

k=1
Sehingga diperoleh \ 777777777777777777777777777777777777777777 - { Commepted [foice3f‘|-]:l Penulisan persamaan tidak jelas, cara }
A® adj(A)) Vejika i # jdan (A ® adj(A));; = det(A) jikai # j. pengamblan kesimpulan J tidakjelas
J
A i T s T — { Formatted: Font: Cambria Math ]

Analog dengan cara tersebut, diperoleh
(adj(A) ® A);;Vejikai # jdan (adj(4) ® A);j = det(4)jikai # j.
Akibatnya,

det(4) ® E,VA ® adj(A)Vadj(A) ® A. ]

‘Daftar{ Pustaka - '{ Commented [Office35]: Beberapa refernsi tidak ada dalam }

pembahasan. Teknik merujuk kurang jelas.

-« - ‘[Formatted: Left, Indent: Left: O cm, First line: 0 cm ]
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