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Karakterisasi Determinan Matriks  
atas Aljabar Maks Plus Tersimetri 

 
Abstrak 

Aljabar maks plus merupakan suatu struktur aljabar (ℝℰ,, ) yang tidak 
mempunyaielemen invers terhadap operasi . Dengan kata lain, jika aℝℰ maka 
tidak ada bℝℰ sehingga ab = ba = , kecuali jika a = .Oleh karena itu, 
dikembangkan suatu struktur yang lebih luas yang disebut aljabar maks plus 
tersimetri, dinotasikan dengan (𝕊,, ) dengan 𝕊 = ൫ℝℰ

ଶ൯/ℬdi mana ℬ suatu relasi 
ekuivalensi.Dengan adanya struktur ini, maka elemen di dalam aljabar maks plus 
tersimetri akan mempunyai elemen negatif terhadap operasi . Akibatnya, 
determinan matriks atas aljabar maks plus tersimetri dapat didefinisikan. Dalam 
tulisan ini akan dikembangkan karakterisasi determinan matriks atas aljabar maks 
plus tersimetri, khususnya di dalam hubungannya dengan adjoint. Hasil utama 
yang diperoleh yaitu untuk suatu 𝐴 ∈  𝑀௡ሺ𝕊ሻ dengan  𝕊 aljabar maks plus 
tersimetri, elemen nol  dan elemen identitas eberlaku sifat detሺ𝐴ሻ  ⊗
 𝐸𝑛∇ 𝐴 ⊗ 𝑎𝑑𝑗ሺ𝐴ሻ∇ 𝑎𝑑𝑗ሺ𝐴ሻ ⊗ 𝐴, di mana notasi  "∇" menyatakan relasi 
setimbang. 
 
 
Kata Kunci: aljabar maks plus, aljabar maks plus tersimetri, determinan, 

adjoin. 
 

1. Pendahuluan 

Aljabar maks plus adalah suatu struktur aljabar yang terdiri dari 
himpunanℝఌ ൌ  ℝ ∪ ሼ𝜀ሽdengan  := -, dilengkapi operasi biner dan yang 
didefinisikan sebagai berikut : 
   ab :=  max (a,b) 
   ab :=  a + b. 
untuk setiapa, b ε. 

Aljabar maks plus merupakansalah satu contoh struktur semiring dengan 
setiap elemen yang bukan tidak mempunyai invers terhadap . Dengan kata lain, 
jika aℝℰ maka tidak ada bℝℰ sehingga ab =  ba = , kecuali jika a = .Sebagai 
akibatnya, persamaanx 3 = 2 dalam aljabar maks plus tidak mempunyai 
penyelesaian karena tidak ada suatu nilai x yang memenuhi maks (x,3) = 2. Hal 
tersebut merupakan salah satu alasan aljabar maks plus dikembangkan menjadi 
himpunan yang lebih luas yang disebut aljabar max plus tersimetri (the symmetrized 
max-plus algebra), yang dinotasikan dengan (𝕊 , , ) ([3], [5], [6]). 

Di dalam aljabar maks plus, invers matriks terbatas hanya ada untukkelas-
kelas kecil dari matriks, yaitu matriks yang dapat dinyatakansebagai hasilkali dari 
matriks diagonal dan matriks permutasi. Dengan kata lain, invers suatu matriks atas 
aljabar maks plus sangat sederhana, yaitu hanya untuk matriks yang memuat satu 
unsur bukan  dalam setiap baris dan kolomnya. Karena dalam aljabar maks plus 
tersimetri, invers suatu matriks dapat dikarakteristikkan dengan determinan (yang 
berbeda dengan aljabar maks plus) maka penulis tertarik untuk menyelidiki hal-hal 
yang terkait determinan suatu matriks atas aljabar maks plus tersimetri. 
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Perlu dijelaskan apa beda, termasuk kelemahan2nya matriks atas real biasa 
terhadap matriks atas struktur aljabar yang diAndabahas di sini???? 

 
 

2.  Aljabar Maks Plus Tersimetri 
 
Berikut ini dibahas pembentukan aljabar maks plus tersimetri yang diawali 

dengan pembentukan himpunan pasangan berurutan atas aljabar maks plus. 
 

Definition2.1[4] Diberikan himpunan pasangan berurutanℝℰ
ଶ ൌ  ℝℰ ൈ ℝℰ  dengan 

operasi  dan  yang didefinisikan sebagai berikut : 
 ሺ𝑥, 𝑦ሻ ⊕ ሺ𝑤, 𝑧ሻ ൌ  ሺ𝑥 ⊕ 𝑤, 𝑦 ⊕ 𝑧ሻ 
 ሺ𝑥, 𝑦ሻ ⊗ ሺ𝑤, 𝑧ሻ ൌ  ሺ𝑥 ⊗ 𝑤 ⊕ 𝑦 ⊗ 𝑧, 𝑥 ⊗ 𝑧 ⊕ 𝑦 ⊗ 𝑤ሻ  � 
Untuk ሺ𝑥, 𝑦ሻ, ሺ𝑤, 𝑧ሻℝℰ

ଶ , dengan operasi  dan  pada ruas kanan bersesuaian 
dengan maksimum dan penjumlahan yang didefinisikan dalam aljabar maks plus. 
Elemen (,) adalah identitas penjumlahan  dan elemen (e,) adalah identitas 
perkalian . 
 
Lemma 2.2 [4] Operasi dalamℝℰ

ଶ  bersifat asosiatif, komutatif dan idempoten, dan 
elemen nolnya adalah (, ). Operasi  bersifat asosiatif, komutatif dan distributif 
terhadap , elemen identitas dari  adalah (e,) dan elemen nolnya adalah (,) yang 
juga merupakan elemen penyerap untuk .Struktur (ℝℰ

ଶ,, ) disebut aljabar 
pasangan (the algebra of pairs).    � 
 
Definisi 2.3. [4] Untuk u = (x,y) ℝℰ

ଶ, operator minus aljabar maks plus ⊖ dan 
operator kesetimbangan (balance operator)ሺ⋅. ሻ didefinisikan sebagai berikut : 
⊖ 𝑢 ൌ  ሺ𝑦, 𝑥ሻ dan  𝑢 ൌ 𝑢 ⊕ ሺ⊖ 𝑢ሻ.  � 
 
Lemma 2.4 [4] Untuk  𝑢, 𝑣 ∈ ℝℰ

ଶ berlaku : 
a. 𝑢 ൌ  ሺ⊝ 𝑢ሻ ൌ  ሺ𝑢ሻ 
b. 𝑢⨂𝑣 ൌ  ሺ𝑢⨂𝑣ሻ 
c. ⊖ ሺ⊝ 𝑢ሻ ൌ 𝑢 
d. ⊖ ሺ𝑢 ⊕ 𝑣ሻ ൌ ሺ⊝ 𝑢ሻ ⊕ ሺ⊝ 𝑣ሻ 
e. ⊖ ሺ𝑢 ⊗ 𝑣ሻ ൌ ሺ⊝ 𝑢ሻ ⊗ 𝑣      � 

 
Definisi 2.5 [4] Diberikan 𝑢 ൌ ሺ𝑥, 𝑦ሻ, 𝑣 ൌ ሺ𝑤, 𝑧ሻ ∈ ℝℰ

ଶ. Dikatakan bahwa u 
setimbang (balance) terhadap v,dinotasikan dengan 𝑢 ∇ 𝑣, jika 𝑥 ⊕ 𝑧 ൌ 𝑦 ⊕ 𝑤. � 
Adakah kemiripan setimbang dengan dua bilangan rasional yang sekelas??? Apakah 
relasi setimbang membentuk relasi ekuivalensi??? 
 
Lemma 2.6 Relasi setimbang bersifat refleksif dan simetris tetapi tidak transitif. � 
 
Karena relasi setimbang bukan relasi ekuivalensi maka tidak dapat digunakan untuk 
mendefinisikan himpunan faktor (the quotient set) dari ℝℰ

ଶ  oleh . 
Selanjutnya, diberikan relasiℬyang didefinisikan sebagai berikut :  
untuk u= (x,y), v = (w,z)∈ ℝℰ

ଶ. maka 
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 ሺ𝑥, 𝑦ሻ ℬ ሺ𝑤, 𝑧ሻ jika൜
ሺ𝑥, 𝑦ሻ∇ሺ𝑤, 𝑧ሻjika 𝑥 ് 𝑦 dan 𝑤 ് 𝑧

ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ  ሺ𝑤, 𝑧ሻuntuk lainnya
. 

 
Lemma 2.7 [4] Relasi ℬpada persamaanadalah relasi ekuivalensi pada ℝℰ

ଶ.� 
 
Karena merupakan relasi ekuivalensi, maka dapat dibentuk kelas ekuivalensi yang 

dibangun oleh ℬ, sehingga dapat didefinisikan himpunan  ℝℰ
ଶ

ℬൗ yang terdiri dari 

kelas-kelas ekuivalensi. TetapkanHimpunan  𝕊 ≔ ℝℰ
ଶ

ℬൗ dinotasikan dengan 𝕊 dan 

dilengkapi oleh denganoperasi  danpada 𝕊sebagai berikut 
ሺ𝑎, 𝑏ሻതതതതതതത ⊕ ሺ𝑐, 𝑑ሻതതതതതതത ൌ  ሺ𝑎 ⊕ 𝑐, 𝑏 ⊕ 𝑑ሻതതതതതതതതതതതതതതതതതതത 
ሺ𝑎, 𝑏ሻതതതതതതത ⊗ ሺ𝑐, 𝑑ሻതതതതതതത ൌ  ሺ𝑎 ⊗ 𝑐 ⊕ 𝑏 ⊗ 𝑑, 𝑎 ⊗ 𝑑 ⊕ 𝑏 ⊗ 𝑐ሻതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത 

Selanjutnya, struktur ሺ𝕊,⊕,⊗ሻ disebut aljabar maks plus tersimetri, dan dibedakan 
tiga kelas ekuivalensi yang dibangun oleh ℬ sebagai berikut : 

1. ሺ𝑡, 𝜀ሻതതതതതതത ൌ  ሼሺ𝑡, 𝑥ሻ ∈ ℝℰ
ଶห𝑥 ൏ 𝑡ሽ disebut positif maks plus, dinotasikan 𝕊⊕. 

2. ሺ𝜀, 𝑡ሻതതതതതതത ൌ  ሼሺ𝑥, 𝑡ሻ ∈ ℝℰ
ଶห𝑥 ൏ 𝑡ሽdisebut negatif maks plus, dinotasikan 𝕊⊖. 

3. ሺ𝑡, 𝑡ሻതതതതതത ൌ  ሼሺ𝑡, 𝑡ሻ ∈ ℝℰ
ଶห𝑥 ൏ 𝑡ሽ disebut setimbang (balance), dinotasikan 𝕊. 

Dari kelas ekuivalensi di atas maka diperoleh : 
𝕊  = 𝕊⊕ ∪ 𝕊⊖ ∪ 𝕊 

Keanggotaan dalam himpunan𝕊yang semula dinyatakandalam pasangan bilangan, 
selanjutnya dinyatakan sebagai keanggotaan dalam himpunanℝఌ, sehingga untuk 𝑎 ∈
ℝఌ : 

𝑎 ൌ ሺ𝑎, 𝜀ሻതതതതതതതdenganሺ𝑎, 𝜀ሻതതതതതതത  ∈  𝕊⊕ 
⊖ 𝑎 ൌ⊖ ሺ𝑎, 𝜀ሻതതതതതതത ൌ⊖ ሺ𝑎, 𝜀ሻതതതതതതതതതതത ൌ  ሺ𝜀, 𝑎ሻതതതതതതതdenganሺ𝜀, 𝑎ሻതതതതതതത  ∈  𝕊⊖ 

𝑎 ൌ 𝑎 ⊖ 𝑎 ൌ ሺ𝑎, 𝑎ሻതതതതതതത ∈ 𝕊 
 
 

3.  Matriks atas Aljabar Maks Plus Tersimetri 
 
Karena elemen dari aljabar maks plus tersimetri mempunyai invers, maka 
dapatdikembangkan operasi-operasi baris elementer pada suatu matriks atas 
aljabarmaks plus tersimetri. 
 
Definisi 3.1 Tiga tipe operasi baris elementer pada A matriks atas aljabar maksplus 
tersimetri, yaitu : 
1. Mempertukarkan baris ke-i dan baris ke-j 
2. Mengalikan baris ke-i dengan konstanta k yang tidak setimbang dengan  
3. Menambahkan k kali baris ke-i dengankepada baris ke-j untuk i് j  
 �??? 
 
Matriks identitas nxn atas aljabar maks plus tersimetri adalah 𝐸௡ dengan  

ሾ𝐸௡ሿ௜௝ ൌ ൜
0, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑖 ൌ 𝑗
𝜀, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑖 ് 𝑗. 

 
Definisi 3.2 Suatu matriks elementer adalah matriks nx nyang diperoleh darimatriks 
identitas En dengan melakukan suatu operasi baris elementer tunggal.  �?? 
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Menurut Definisi 3.2, jika E matriks elementer atas aljabar maks plus tersimetridan 
𝐴 ∈  𝑀௠ൈ௡ሺ𝕊ሻmaka 𝐸 ⊗ 𝐴 adalah matriks yang diperoleh dari operasi 
bariselementer pada matriks A.  
Elemen atas aljabar maks plus tersimetri mempunyai invers terhadap  danoperasi 
baris elementer juga berlaku pada matriks atas aljabar maks plus tersimetri, oleh 
karena itu dapat dikembangkan bentuk eselon baris yang diberikan dalam definisi 
berikut. 
Definisi 3.3 Suatu matriks atas aljabar maks plus tersimetri dikatakan 
mempunyaibentuk eselon baris jika memenuhi kondisi berikut: 
1. Jika ada suatu baris yang tidak seluruh entri-nya setimbang dengan , makaentri 

pertama yang tak setimbang dengan  pada baris tersebut adalah unsur 
0.Selanjutnya, disebut 0 utama. 

2. Jika ada baris-baris yang seluruh entri-nya setimbang dengan , maka baris-barisini 
berada di bagian bawah matriks. 

3. Pada dua baris berurutan yang seluruh entri-nya tidak setimbang dengan , 0utama 
di dalam baris yang lebih bawah terletak di sebelah kanan 0 utama didalam baris 
yang lebih atas. 

 
Contoh:  Diberikan 

 
Akan ditentukan bentuk eselon baris dari matriks A tersebut. Berikut ini 
merupakanserangkaian operasi baris elementer pada matriks A. 

 
Diperoleh  

 
merupakan bentuk eselon baris dari matriks A. 
 
Karena matriks elementer mempunyai invers yang juga suatu matriks elementermaka 
diperoleh teorema berikut. 
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Teorema 3.4. Jika A matriks invertibel maka terdapat serangkaian matriks 
elementer𝐸ଵ, 𝐸ଶ, … , 𝐸௞dengan𝐴∇𝐸ଵ ⊗ 𝐸ଶ ⊗ … ⊗ 𝐸௞.    � 
 
 

4.  Determinan Matriks atas Aljabar Maks Plus Tersimetri 
 
Karena elemen dari aljabar maks plus tersimetri mempunyai invers, maka 
dapatdidefinisikan determinan suatu matriks atas aljabar maks plus tersimetri. 
Definisi 4.1. (De Schutter [1996]) Diberikan matriks𝐴 ൌ  ൫𝑎௜௝൯ ∈ 𝑀௡ൈ௡ሺ𝕊ሻ. 
Determinan A didefinisikan sebagai 

detሺ𝐴ሻ ൌ
⊕

𝜎 ∈ 𝑆௡
𝑠𝑔𝑛ሺ𝜎ሻ ⊗ ቆ

𝑛
⊗

𝑖 ൌ 1
𝐴௜ఙሺ௜ሻቇ 

dengan 𝑆௡ himpunan semua permutasi dari ሼ1, 2, … , 𝑛ሽ, dan 

𝑠𝑔𝑛ሺ𝜎ሻ ൌ ൜
0, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝜎 𝑝𝑒𝑟𝑚𝑢𝑡𝑎𝑠𝑖 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝

⊖ 0, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝜎 𝑝𝑒𝑟𝑚𝑢𝑡𝑎𝑠𝑖 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙 ��?? 

 
Perlu diberikan contoh bgmn formula ini bekerja, apakah bedanya dengan determinan 
biasa? 
Untuk suatu matriks atas aljabar maks plus tersimetri, duabaris yang dipertukarkan 
mempunyai sifat berikut. 
 
Rujukan lemmanya tidak ada. 
 
Lemma 4.2. Diberikan 𝐴 ൌ  ൫𝑎௜௝൯ ∈  𝑀௡ൈ௡ሺ𝕊ሻdengan 𝕊 aljabar maks plus 
tersimetri.Jika 𝐵 ൌ  ൫𝑏௜௝൯ ∈  𝑀௡ൈ௡ሺ𝕊ሻ diperoleh dari A dengan mempertukarkan dua 
baris, makadetሺ𝐵ሻ ൌ ⊖ det ሺ𝐴ሻ.     � 
Selain itu, juga diperoleh sifat-sifat lain determinan matriks atas aljabar maks plus 
tersimetri berdasarkan operasi baris elementer, seperti dalam beberapa lemma berikut. 
Lemma 4.3. Diberikan  𝐴 ൌ  ൫𝑎௜௝൯ ∈ 𝑀௡ൈ௡ሺ𝕊ሻ dengan S aljabar maks plus 
tersimetri.Jika 𝐵 ൌ  ൫𝑏௜௝൯ ∈ 𝑀௡ൈ௡ሺ𝕊ሻ diperoleh dari A dengan mengalikan suatu baris 
dengan konstantak yang tidak setimbang dengan  maka det(B) = k det(A).� 
 
Lemma 4.4. Jika A matriks persegi atas aljabar maks plus tersimetri mempunyaidua 
baris yang sama maka det(A)∇ 𝜀.     � 
 
Lemma 4.5. Diberikan 𝐴 ൌ  ൫𝑎௜௝൯ ∈ 𝑀௡ൈ௡ሺ𝕊ሻdengan S aljabar maks plus 
tersimetri.Jika 𝐵 ൌ  ൫𝑏௜௝൯ ∈ 𝑀௡ൈ௡ሺ𝕊ሻdiperoleh dengan menambahkan k kali baris ke-
m dengan bariske-l dari matriks A untuk lm maka det(B) = det(A).  � 
Untuk suatu matriks yang diperoleh dari matriks lain melalui operasi baris elementer 
tunggal, diperoleh sifat sebagai berikut. 
mengapa lemma ini dibuktikan sedangkan lemma lainnya tidak?? 
Lemma 4.6. Jika A matriks atas aljabar maks plus tersimetri dan E matriks 
elementermaka detሺ𝐸 ⊗ 𝐴ሻ ൌ detሺ𝐸ሻ ⊗ detሺ𝐴ሻ. 
Bukti : 
Akan ditinjau untuk ketiga tipe dalam operasi baris elementer.Misalkan E matriks 
elementer yang diperoleh dengan mempertukarkan baris ke-idengan baris ke-j pada 
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matriksapakah E atau En, maka menurut Lemma 4.2 diperoleh detሺ𝐸ሻ ൌ⊖
detሺ𝐸௡ሻ ൌ⊖ 0. Akibatnya, karena𝑑𝑒𝑡ሺ𝐸 ⊗ 𝐴ሻ ൌ⊖ 𝑑𝑒𝑡ሺ𝐴ሻmaka𝑑𝑒𝑡ሺ𝐸 ⊗ 𝐴ሻ ൌ⊖
𝑑𝑒𝑡ሺ𝐴ሻ ൌ⊖ 0 ⊗ detሺ𝐴ሻ ൌ det ሺ𝐸ሻ ⊗ det ሺ𝐴ሻ. Misalkan E matriks elementer yang 
diperoleh dengan mengalikan baris ke-i dengan k yang bukan  pada matriks 𝐸௡ maka 
menurut Lemma 4.3 diperoleh detሺ𝐸ሻ ൌ 𝑘 ⊗ detሺ𝐸௡ሻ ൌ 𝑘 ⊗ 0 ൌ 𝑘.  Akibatnya, 
karena  detሺ𝐸 ⊗ 𝐴ሻ ൌ 𝑘 ⊗ detሺ𝐴ሻ maka detሺ𝐸 ⊗ 𝐴ሻ ൌ det ሺ𝐸ሻ  ⊗ detሺ𝐴ሻ. 
Misalkan E matriks elementer yang diperoleh dengan menambahkan kkali baris ke-m 
dengan baris ke-m dengan baris ke-l dari matriks 𝐸௡ untuk 𝑙 ് 𝑚, maka menurut 
Lemma 4.5 diperoleh detሺ𝐸ሻ ൌ 𝑑𝑒𝑡ሺ𝐸௡ሻ ൌ 0.Akibatnya,  

detሺ𝐸 ⊗ 𝐴ሻ ൌ detሺ𝐴ሻ ൌ 0 ⊗ detሺ𝐴ሻ ൌ det ሺ𝐸ሻ  ⊗ detሺ𝐴ሻ. ∎ 
 

Selanjutnya, untuk determinan dari hasilkali dua matriks atas aljabar maks plus 
tersimetri berlaku sifat sebagai berikut. 
Teorema 4.7. Untuk 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀௡ൈ௡ሺ𝕊ሻ, berlakudetሺ𝐴 ⊗ 𝐵ሻ ∇det ሺ𝐴ሻ ⊗ det ሺ𝐵ሻ . 
Bukti :  
Misalkan 𝐴tidak invertibel, berakibat detሺ𝐴ሻ ∇𝜀.  Akibatnya, detሺ𝐴 ⊗ 𝐵ሻ ∇𝜀. 
Misalkan 𝐴invertibel. Menurut Teorema 3.4terdapat serangkaian matriks 
elementer𝐸ଵ, 𝐸ଶ, … , 𝐸௞dengan𝐴∇𝐸ଵ ⊗ 𝐸ଶ ⊗ … ⊗ 𝐸௞. Selanjutnya 

 
Diperoleh, detሺ𝐴 ⊗ 𝐵ሻ ∇ detሺAሻ ⊗ detሺBሻ . ∎ 
Hubungan antara determinan dan adjoin matriks atas aljabar maks plus 
tersimetridiberikan dalam lemma berikut. 
Lemma 4.8. Diberikan aljabar maks plus tersimetri 𝕊 dengan elemen nol dan elemen 
identitas 0. Untuk 𝐴 ∈ 𝑀௡ൈ௡ሺ𝕊ሻ diperoleh 

detሺ𝐴ሻ ⊗ 𝐸௡∇A ⊗ adjሺAሻ∇adjሺAሻ ⊗ A. 
 
ሾdetሺ𝐴ሻ ⊗ 𝐸௡ሿ∇ሾA ⊗ adjሺAሻሿ∇ሾadjሺAሻ ⊗ Aሿ.penulisan seperti ini 
mungkinbarangkali lebih baik. 
 
Bukti : 
Diperhatikan  

detሺ𝐴ሻ ⊗ 𝐸௡ ൌ ൜
𝜀, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑖 ് 𝑗

detሺ𝐴ሻ , 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑖 ൌ 𝑗
 

Diperhatikan 𝐴 ⊗ 𝑎𝑑𝑗ሺ𝐴ሻ ൌ ሺ𝐴 ⊗ 𝑎𝑑𝑗ሺ𝐴ሻሻ௜௝ dengan 

ሺ𝐴 ⊗ 𝑎𝑑𝑗ሺ𝐴ሻሻ௜௝     ൌ
𝑛
⊕

𝑘 ൌ 1
𝑎௜௞ ⊗ ሺ𝑎𝑑𝑗ሺ𝐴ሻሻ௞௝ 

 

ൌ
𝑛
⊕

𝑘 ൌ 1
𝑎௜௞ ⊗ ሺ⊖ 0ሻ⊗ೖశೕ

⊗ |𝐴ሺ𝑗, 𝑘ሻ| 

   ൌ
𝑛
⊕

𝑘 ൌ 1
ሺ⊖ 0ሻ⊗ೖశೕ

𝑎௜௞ ⊗ |𝐴ሺ𝑗, 𝑘ሻ| 

Untuk 𝑖 ൌ 𝑗 dipunyai 

ሺ𝐴 ⊗ 𝑎𝑑𝑗ሺ𝐴ሻሻ௡

𝑛
⊕

𝑘 ൌ 1
ሺ⊖ 0ሻ⊗ೖశೕ

𝑎௜௞ ⊗ |𝐴ሺ𝑗, 𝑘ሻ| ൌ det ሺ𝐴ሻ 
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Untuk 𝑖 ് 𝑗. Misalkan 𝐵 ∈ 𝑀௡ൈ௡ሺ𝕊ሻadalah matriks sedemikian sehinggabaris ke-j 
dari B sama dengan baris ke-i dari A dan baris-baris yang lain dari B sama dengan 
baris-baris pada A.Dari sini 𝑏௝௞ ൌ 𝑎௜௞ untuk 1 ൑ 𝑘 ൑ 𝑛. Akibatnya, diperoleh 

𝜀∇ detሺ𝐵ሻ ൌ  
𝑛
⊕

𝑘 ൌ 1
ሺ⊖ 0ሻ⊗ೕశೖ

⊗ 𝑏௝௞ ⊗ |𝐵ሺ𝑗, 𝑘ሻ| 

𝜀∇ detሺ𝐵ሻ ൌ  
𝑛
⊕

𝑘 ൌ 1
ሺ⊖ 0ሻ⊗ೕశೖ

⊗ 𝑎௝௞ ⊗ |𝐴ሺ𝑗, 𝑘ሻ| 

𝜀∇
𝑛
⊕

𝑘 ൌ 1
𝑎௜௞ ⊗ ሺ𝑎𝑑𝑗ሺ𝐴ሻሻ௞௝, 𝑖 ് 𝑗 

 

𝜀∇
𝑛
⊕

𝑘 ൌ 1
𝑎௜௞ ⊗ ሺ𝑎𝑑𝑗ሺ𝐴ሻሻ௞௝ 

 

𝜀∇
𝑛
⊕

𝑘 ൌ 1
ሺ𝐴 ⊗ 𝑎𝑑𝑗ሺ𝐴ሻሻ௜௝ 

Sehingga diperoleh  
ቀ𝐴 ⊗ 𝑎𝑑𝑗ሺ𝐴ሻቁ𝑖𝑗

∇𝜀jika 𝑖 ് 𝑗dan ሺ𝐴 ⊗ 𝑎𝑑𝑗ሺ𝐴ሻሻ௜௝ ൌ detሺ𝐴ሻ jika𝑖 ് 𝑗. 

Analog dengan cara tersebut, diperoleh 
ሺ𝑎𝑑𝑗ሺ𝐴ሻ ⊗ 𝐴ሻ௜௝∇𝜀jika 𝑖 ് 𝑗dan ሺ𝑎𝑑𝑗ሺ𝐴ሻ ⊗ 𝐴ሻ௜௝ ൌ detሺ𝐴ሻ jika𝑖 ് 𝑗. 
Akibatnya,  

detሺ𝐴ሻ ⊗ 𝐸௡∇A ⊗ adjሺAሻ∇adjሺAሻ ⊗ A.  ∎ 
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