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ALJABAR MAX PLUS :
SUATU KAJIAN TEORI DAN APLIKASI FUNDAMENTALNYA

Gregoria Ariyanti
Program Studi Pendidikan Matematika - FKIP
Universitas Katolik Widya Mandala Madiun

ABSTRACT

?n max-plus gdgebra we work with the algebra structures consisting of the set
Ryax = R U {—0} together with operations a@b = max(a,b) and a®h = a+ b, The additive
and multiplicative identities are taken to be £ = —cc and e = 0 respectively. Its operations are
associative, commutative and distributive similar to those in conventional algebra.

In this article matrix over max-plus algebra (or in Ryg,) is defined. This article
emphasizes on max-plus linear algebra specifically. It is evident that some of the concepts of
conventional linear algebra are also possessed by a max-plus version. The solvability of linear
systems, such as A®x = b is specifically elaborated in this article.

Key words: max-plus algebra, matrix over max-plus algebra, system of linear equations in
max-plus algebra

A. Pendahuluan

Struktur aljabar yang sudah dikenalkan dalam perkuliahan 51 Program Studi
Matematika dan Pendidikan Matematika adalah struktur aljabar atas lapangan
(Field), yaitu Grup (Group) dan Gelanggang (Ring). Dalam perkembangannya,
struktur aljabar tidak hanya terbatas atas Grup dan Gelanggang saja, tetapi ada jenis
lain, yaitu Aljabar Max-Plus (Max-Plus Algebra). Ada analogi antara teori dalam
Aljabar Max-Plus dan teori struktur aljabar yang sudah dikenal (Grup dan
Gelanggang). Namun, ada juga yang berbeda antara teori dalam Grup dan
Gelanggang dengan teori dalam Aljabar Max-Plus. Karena Aljabar Max-Plus tidak
sepenuhnya dikembangkan seperti dalam Grup dan Gelanggang, meskipun
beberapa sifat dan konsep aljabar linier, seperti aturan Cramer, teorema Cayley-
Hamilton, nilai eigen dan vektor eigen juga ada dalam Aljabar Max Plus (Schutter,
1997).

Adapun tujuan penulisan ini adalah untuk menginformasikan tentang struktur
aljabar, yang disebut aljabar max-plus, sifat-sifat dasarnya, matriks atas aljabar linier
max-plus serta contoh fundamentalnya pada sistem persamaan linier max-plus.
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B. Definisi dan Sifat-sifat Dasar Aljabar Max-Plus
Berikut dipaparkan definisi dan sifat-sifat dasar aljabar max-plus (Olsder, 2005).
Definisi 1

Untuk % himpunan semua bilangan riil, diberikan R, = R U {¢} dengan

:=-wdane:=0.
Untuk setiap a, b gR,,,4. , didefinisikan operasi @ dan & sebagai berikut :
a®b := max (a,b)
a®b =a+h

Berdasarkan definigigl, karena max(a,-o0)= max(-c0,a) = a dan g+(-0) =-eo+g=-c0, untuk
suatuaeR, o, makaa @ ega=c@®adana®e=a=¢ @ a.
Dan elemen nol untgk ® dalam R,,;, dinyatakan dengan ¢: = -,
Dari definisi 1 dapat diberikan contoh berikut :

5@&3 =max(53) =5

5@ ¢ =max (5-») =5

5®¢s =5-w=-w=¢

e®3 =max(03)=3

5®3 =5+3=8
Hasil pembentukan R,m,xgrsama dgggan operasi ® dan ® disebut Aljabar Max-
Plus (Max-Blus Algebra) dan dinotasikan dengan Rmax = (Ryax /Gu®. &, €).

a analogl antara operasi @glan ® dalam aljabar max-plus dengan operasi + dan x
Ham aljabar linier (konvensional), yaitu operasi ® mempunyai prioritas (atau lebih
kuat) daripada operasi ©.

Sebagai contoh, 5®-9@®7®1 berarti (5&-9)® (7®1).
erasi © dan ® juga mempunyai sifat aljabar.
1gai contoh, untuk x, y, z € Ryqy, berlaku
¥ ®y®z) = x+max(y,z)
= max(x+y, x+z2)
=(x B(x®z),
vang artinya distribugdf ® terhadap
Adapun sifat aljabar yang lain dari aljabar max-plus adalah (Olsder, 2005):
1. asosiatif, yaitu Vx,y, z € Rygr, x @ (y@2)=(x @y) ®z dan
VXY zeRux @®y®z)=(x® y)Q:z
2. komutatif, ygu vV x, y € Ryqp, X @y=y@x dan x @ y=y®x
3. distributif ® terhadap @, yaitu
VXY 2€Rue X ®yDz)=(x®y )& (x®z)
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4. adanya elemen nol, yaitu V x€ Ry, X @ 6= 6@ x=x

5. adanya elemen satuan (unit), yaitu ¥ xe Rypq, x ®e=e®x=x

6. adanya sifat penyerapan oleh elemen nol ¢terhadap &, yaitu

VYXeE R X@e=®@x=¢

7. sifat idempotent dari @, yaitu ¥V xe R0, x@ x = x
Untuk N himpunan semua bilangan asli, didefinisikan untuk x €R,,,, sebagai
berikut :

Pr= x@x®...0®x

n faktor
untuk semua n € N dengan n # 0, dan untuk n = 0 didefinisikan x%0 = ¢ (=0).
Jika dianalogikan dengan aljabar linier, tampak bahwa untuk n € N,
Pr=xex+ L tx=nxa
Sebagai contoh,
5% =3x5=5

8%2 = 2x8=-16=16"1
Didefinisikan pula £€®° := 0 dan e®":= 5 untuk n.
Dari definisi semiring berikut, tampak bahwa aljabar max-plus merupakan
salah satu contoh struktur aljabar yang disebut semiring (Farlow, 2009).
Definisi 2
Semiring adalah himpunan tak kosong R dengan dua operasi ®r dan ®g
sedemikian sehingga :
a. @ radalah asosiatif dan komutatif dengan elemen nol &r
b. ®gr adalah asosiatif, distributif terhadap @r , dan mempunyai elemen
satuan (unit) er
c. & merupakan elemen penyerap terhadap ®r.
Semiring demikian dinotasikan oleh R = (R, @, ®r, &, ¢r ).
Jika ®r komutatif, maka R disebut komutatif dan jika @€r idempotent, maka disebut
idempotent. Suatu operasi ®r dikatakan idempoten pada R jika untuk setiap xeR
berlaku x ®r x = x.
Aljabar max-plus adalah contoh dari semiring komutatif dan idempoten.
Karena untuk setiap a, b, ¢ € R,y4y, berlaku:

a. ® adalah asosiatif dan komutatif dengan elemen nol ¢, yaitu :
(a®b)®c=max(max(a,b),c)= max(a,b,c)= max(a,max(b,c)) = a®(bedc)
a®b=max(ab) =max(b,a)=bDa
a® &= max(a, -©) =a
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b. ® adalah asosiatif, distributif terhadap ® dan mempunyai elemen satuan
(unit) e, yaitu :
@@bh)®c=@+by+c=a+(b+c)=a@ (b ®c)
(@®b)@c=max(a b)+c=max(a+c,b+c)=@®c) D (b ®c),
a®b®c)=a+max(hc)=max(@+batc)=a®b)® (a®c).
a®e=a+0=a=0+a=¢®a

c. & merupakan elemen penyerap terhadap ®, vaitu:
a®e=qg+(-0)=-0 =(-0)+a=e® a.

d. komutatif dan idempoten, yaitu
a®b=a+b=b+a=b®a
a ® a=max(a, a) =a.

C. Matriks atas Aljabar Max-Plus

Operasi ® dan @ dalam aljabar max-plus dapat diperluas untuk operasi
matriks atas aljabar max-plus. (Olsder, 2005).
Himpunan n1 x n matriks atas aljabar max plus dinotasikan dengan R}}%.
Untuk ne N, didefinisikann = {1, 2, ..., n}.
Elemen dari matriks Ae RIZ'dalam baris i dan kolom j dinotasikan dengan aj,
untuki e m danj € 7, atau elemen ajj dapat ditulis sebagai [A];; dengani € M dan
jemn.
Jumlahan matriks A, BeR™, dinotasikan dengan A®B, didefinisikan sebagai

[A® B);; = a;; @ b;; = max(a,byuntuk i e Mm danj e 7.
Sebagai contoh, diberikan

A=(5 SdanB=(7 )
maka [A®Bln=e®-1=max(0,-1)=0=ec.
Demikian juga, [A ® Bliz=¢@ 11 = max (-0, 11) = 11
[A@Bl21=3®1=max(3,1)=3
[A®B]2=2® £=max (2, -w)=2

Jadi, A©B= (§ 1)
Untuk A € R™%, dan @ € R, , perkalian skalar ¢ ® A didefinisikan oleh

[a®Alj=a®aj,iem danje 7.
Sebagai contoh, diambil o= 2 dan A = ( ; ;}
Diperoleh, [20A]11 =2®e=2+0=2.
Demikian juga diperoleh, [2®A]i2 = & [2@A]x1 = 5 dan [2®@A]2 = 4.
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Jadi, 2@ A =(2 %),

Sedangkan, untuk A € RJn¥\, dan B € R, hasilkali matriks A ® B didefinisikan
oleh
! max
[A®B]ik= _@ Gijj@bjx = je  {aij + by} .

J=4
Sebagai contoh, diambil A= (; ;)danB =( ‘11 181).

Diperoleh, [A®B]11 =e®(-1)®e®1 = max (0-1, -0+1) =-1
[A®Bl12 = e®11®s @& = max (0+11, -0 - 00) = 11
[A®B]2z =3®(-1)®2 ®1 = max (3-1,2+1) =3
[A®B]2 =3®118 28 = max (3+11, 2- ) = 14

. _ =1 11
Jadi, A®B = ( 3 14
Matriks identitas max-plus 1 x 1, E, didefinisikan sebagai

e, jikai=j
[En)ij = {s,,{ikai :tj
Operasi-operasi matriks atas aljabar max-plus mempunyai sifat sebagai berikut
(Rudhito, 2003):

1. (A®B)® C=A ® (B®C)
A®B=B®A
(A®B)®C=A®B®C)
ARBa()=(A®B)®(A®C)
(A@B)®C=(A®C)D(A®CQ)
e®A=AR®a
a® (BRA) = (a®B)RA
0®A®B)=(®A)@B=A® (a® B)
. (a®B)®A=(a® A) @ (PR A)

10. a® (A © B) = (a® A) ® (a® B)
11.LABA=A.

© B NS U e W N

D. Contoh Fundamental Aljabar Max-Plus pada Sistem Persamaan Linier Max-
Plus

Dalam bagian ini, akan dipaparkan sistem persamaan linier untuk aljabar max-plus.

Meskipun ada beberapa kesamaan antara penyelesaian sistem persamaan linier

aljabar max-plus dan aljabar konvensional, tetapi tetap ada perbedaan.

Diberikan persamaan matriks A®x = b
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Ay Gz o Gy Xy b,
Gy Gy - Gan g X | _ 1 by
| =17
[ Amz - Umn Xn bm
@G X)) (G1iz X2) . (Gin  Xp)= b
o (@21 x) (G2  X2) - (Azn Xn) = by
(Am X1) (Amz X2) (Amn Xn) = by

Selanjutnya, diperoleh penyelesaian sistem berikut :
max {(a,; + X,), (@12 + X2)s s (Gin + Xn)} = by
max {(az; + X1), (22 + X2) e, (G2 + Xn)} = b,

max {(Gmy + X1)s (Amz + X2)s s (Amn + Xp)} = b

Akan ditinjau kasus bahwa penyelesaiannya ada dan beberapa elemen dari b adalah

- (Andersen, 2002). Tanpa kehilangan keumuman, dapat diurutkan persamaan
sehingga elemen-elemen berhingga dari b berbentuk -

g, Gz o Gip X / \

[ az, dz; Gan ” le I

: |
Ay Az = Ay \——w}
o0
Akibatnya,

( max{(Gt+ Xi) (2 + X2), s (Gin + Xn)} = by

|
{ max {(ak, + X)) (Arz + X2)s s (Akn + Xp)} = b,
|ma ak+1 + xi) (akﬂ 2+ xz) (ﬂkﬂ.n + xn” =l =

l max{(am + X1)s (@n2 + X2), s (Gnn + Xp)} = —@

Matriks tersebut dapat dipartisi sehingga terdapat j dengan @Gy4 ;... Qpj = =@
sebagai berikut :

Diberikan dimensi matriks A; yaitu k x L.
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by X,

Diberikanb’=| |danx’=| |
e Xi

Jika A®x = b mempunyai penyelesaian, maka x1+1 = ... = xn = -, dan A; ®x’ = V',

Akibatnya, A®x=b mempunyai penyelesaian jika dan hanya jika x' adalah
penyelesaian pada A1 ® x” = b’ dan penyelesaian pada A®x = b adalah

£

x=|"%)

—a0
Selanjutnya, penyelesaian dari sistem dengan elemen tak hingga dalam b dapat
direduksi pada sistem dengan elemen berhingga dalam b’. Oleh karena itu, dapat
dibatasi pada A®x = b dengan semua elemen dari b adalah berhingga.
Jika terdapat penyelesaian pada sistem persamaan max-plus, maka a;j + xj < b untuk
semuai € {1, ..., m}danje{l, ..., n}.
Untuk mencari penyelesaian dari sistem, pertama perhatikan tiap komponen dari x
secara terpisah.
Sebagai contoh, x;.
Jika ada penyelesaian dari sistem, maka a1+ x1 <b untuki=1,2, ..., m.
Maka x1 € bi - an untuk setiap i, dan pada sistem berikut untuk batas atas x1 :

x1<bi-an

x1<ba-an

x1 < b - Am1
Jika sistem pertidaksamaan ini mempunyai penyelesaian, maka akan dipenuhi :
x1 <min { (b1 - an), (b2 - an), ..., (bm - am1)}.
Dengan cara yang sama, dapat diperoleh penyelesaian yang mungkin untuk
X2, .... ; Xn, dan memberikan sistem pertidaksamaan berikut pada tiap elemen x; :
x1 < min { (b1 - an1), (b2-az), ..., (bm - am)}.
x2 <min { (b1 - a12), (b2- a22), ... , (bm - am2)}

Xn < min { (bl - ﬂ]n), (b2 - ﬂZn); ey (bm . ﬂmn}}
Dari pertidaksamaan di atas, dapat dimisalkan x" penyelesaian pada ~ A®x = b,
dengan

X'y x'y = min { (by — a;1),(b; — @;1),-.., (bm — Gm1)}
x=| X'z | di mana { x'z = min { (by — G12), (b2 — Gz2),-- -, (bm — Gm2)}

X'n x'y = min{ (b; = @yy), (b2 = Gzm), -, (b — Amn)}
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Didefinisikan matriks Da, (the discrepancy matrix) sebagai berikut :

by—ay b—-ap by —ayy

by =Gy, by —Gry - by —a
DA,b=| 2 21 2 22 27 Oenm ]

bm —0m bm — Gz bm — Qmn

Matriks Dap adalah suatu matriks sederhana dengan semua batas atas dari x; dan
setiap xi dapat ditentukan dengan mengambil minimum dari kolom ke i dari Dap.

Contoh 1:
Menentukan penyelesaian A®x = b
za 1 2 6
denganA=[9 % 6 ) x=[x)danb="0)
Xq 5
9 6 3 11
diperoleh matriks :
6—-2 6-3 6—1 4 3 5
_110-0 10-4 10-6 y_;10 6 4
Davr='s_ 3 5_1 5—(—2)I (2 2 71
11-9 11-6 11-3 2 5 8

Elemen untuk penyelesaian dapat ditentukan dengan mengambil nilai minimum
tiap kolom dari Da yaitu :
x'y = min(4,10,2,2} =2
x'; = min{3, 6,4,5}=3
X3= min{S, 4,78y=4
2

maka x* = | 3 ] adalah penyelesaian dari A®x = b.
4

Dapat dibuktikan dengan perhitungan berikut :
2 3 1 2 2 2 3 3 1 9
4 6|®|3l=l © 2 @ 3 (6 4)|
1 —2 @ 2 @@ 3 (2 b
- 8 © 2 6 3 ¢ 9
maks{(2 +2),(3 + 3),(1+4)} 6
_ / maks {(0 + 2), (4 + 3), (6 + 4)} \ ] 10 '
maks {(3 + 2),(1+3),(—2 + %)} 5
\ maks {(9 + 2), (6 + 3), (3 + 4)} 11
Jadi, sistem persamaan linier tersebut mempunyai satu penyelesaian.

0
13
9
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Contoh 2:
Menentukan penyelesaian A®x = b
2 3 1 % 6
denganA=[J % 2}x—{13]danb—| |
9 6 3 *3

diperoleh matriks :
6-2 6-3 6—-1 4 3
Das = | 152_ 30 152_14 51_2&62) =1 122 g
9-9 9-6 93 0 3
Elemen yang akan menjadi penyelesaian dari sistem tersebut dapat ditentukan
dengan mengambil nilai minimum tiap kolom dari Dap yaitu :
x'y= min{412,2,01=0
X', = min(3, 8,4,3} =3
X3=min{5, 6,7,6}=5
0

}

(=) T Mo R |

1l

tetapi jika x = | 3| disubstitusi pada A®x = b, diperoleh bahwa x' bukan

5
penyelesaiannya. Hal itu dapat ditunjukkan dengan perhitungan berikut :
2 3 1 0 (2 0) 3 3 @ 5
9t 0 - ) ¢+ 3 (¢ 5
194 Sleiz1=1 0 &9 6 2
56 3 O ¢ 3 @3 5

maks{(z +0),(3+3),(1+5)}
/maks{(0+0) (4+3),(6+5)} \zl 11 14 12 |
maks {(3 + 0),(1+3),(—2+5)}
maks {(9 + 0), (6 + 3), (3 + 5)} 9 9
Jadi, sistem persamaan linier tersebut tidak mempunyai penyelesaian.

Contoh 3:
Menentukan penyelesaian A®x = b

2 3 1 X 183
denganA—l 3 1 __62 | x=|%|danb=| : -

X3

9 6 3 10

diperoleh matriks :
=2 8-=3 8=1 6

13 [} 13-4 13-6 '=ll3
5—-1 5-(-2) 2
10 9 10-6 10-3 1

DAh_l

oD N
~N N
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Elemen untuk penyelesaian dapat ditentukan dengan mengambil nilai minimum
tiap kolom dari Da b yaitu :
X', =min(6,13,2,1}=1

x'; = min{594,4y=4
X3=min(7,7,7,7}=7
1
Jika x = [4] disubstitusi pada A®x = b, diperoleh bahwa x’ merupakan
7
penyelesaiannya. Hal itu dapat ditunjukkan dengan perhitungan berikut :
23 1 1 2 3 g 5 & 5

0
131 S1ela=1§ D &0 5 7; |
¥ ) Aoy 2 )
"% 8 h 6 4
maks{(z +1),(3+4),(1 + 7)}
/ maks {(0 + 1), (4 + 4), (6 + 7)} \ 13
maks {(3 + 1), (1 +4), (-2 + 7)} [ |-
maks {(9 + 1), (6 + 4),(3 + 7)} 10
Jadi, sistem persamaan linier tersebut mempunyai penyelesaian.

Tetapi, ada penyelesaian lain yang juga memenuhi sistem tersebut. Yaitu, untuk
a

setiap x yang memenuhi bentuk x = | b | dengan a<1 dan b<4.
g

Jika matriks Da b direduksi menjadi matriks Ran dengan

1 jikad;; = minimumdari kolom j

0 untuk yang lain

maka dari tiga contoh terakhir dapat diperoleh matriks sebagai berikut :

Rap=(rj) denganrj= i

Contoh 1: Contoh 2 : Contoh 3 :
Satu penyelesaian Tidak mempunyai Lebih dari satu
penyelesaian penyelesaian
4 3 5 4 3 5 6 5 7
—110 6 4 -j12 8 6 =13 9 7
DA,b—l 2 4 7] DA,b_{ 2 4 7' DA,b—l 2 4 7)
2 5 8 0 3 6 1 4 7
010 011 0 0 1
-10 0 1 10 0 0 10 0 1
Rav=[7 o o Rax=[g ¢ o Rav=lg 7 1]
| 100 110 111

Dari matriks di atas tampak bahwa elemen minimum pada masing-masing matriks
merupakan penyelesaian dari masing-masing sistem persamaan linier.
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Tampak pula, bahwa sistem mempunyai penyelesaian jika dalam tiap baris minimal
terdapat satu elemen bernilai 1.

Teorema :

Diber

ikan A®x=b sistem persamaan linier dalam aljabar max plus dengan A matriks

mxn dan b matriks nx1 dengan semua elemen berhingga.

a.

b.

Jika terdapat baris nol dalam matriks Dab yang direduksi, maka sistem tidak
mempunyai penyelesaian.

Jika terdapat paling sedikit satu elemen bernilai 1 pada tiap baris dari matriks
Dab yang direduksi menjadi Ra», maka x” merupakan penyelesaiannya.

Bukti:

Tanpa kehilangan keumumannya, dinotasikan baris nol pada Rap dengan
baris k.
Dengan kontradiksi bahwa ¥ adalah penyelesaian dari A®x = b maka

% sm;“ (b — ayj) < by — a;.
Maka ¥; + a; ;< by, untuk setiap j.
Oleh karena itu, ¥ tidak memenuhi persamaan ke k dan bukan penyelesaian
dari A®x = b.

Hal di atas juga dapat dibuktikan dengan kontraposisi.
Misalkan x° bukan penyelesaian pada sistem tersebut, dengan definisi,

"

x'y b, —a,; untuk semua j k.
Oleh karena itu, miks (ax; + x';) < by dan jika x* bukan penyelesaian maka

terdapat k dengan m(}ks (ax; + x'j) < by . Hal ini ekuivalen dengan x'; <

b, — a;untuk semua j. Oleh karena x'; = min (b, — a; ) untuk suatu I, maka
tidak ada elemen dalam baris k dari Ra» yang bernilai sama dengan 1.

E. Penutup

Aljabar max-plus adalah struktur aljabar yang terdiri dari Ryay = R U {g}

dengan & := -0, dilengkapi operasi @ dan ® , didefinisikan untuk 2, b € Rax sebagai
berikut :

a®b = max (ab)
a®b a+b
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Operasi ® dan @ dalam aljabar max-plus dapat diperluas untuk operasi
matriks atas aljabar max-plus, dengan himpunan m x n matriks atas aljabar max plus
dinotasikan dengan R].%.

Dalam aljabar max plus, sistem persamaan linier mxn dapat mempunyai satu
penyelesaian, tidak mempunyai penyelesaian, dan mempunyai penyelesaian lebih
dari 1, yang juga berlaku pada aljabar konvensional.
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